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ПОПЕРЕЧНАЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОВОДИМОСТЬ  
В КВАНТОВОЙ СТОЛКНОВИТЕЛЬНОЙ ПЛАЗМЕ С 

ПОСТОЯННОЙ ЧАСТОТОЙ СТОЛКНОВЕНИЙ В ПОДХОДЕ 
МЕРМИНА

Аннотация. Выведены формулы для поперечной электрической проводимости и ди-
электрической проницаемости в квантовой столкновительной плазме. Для вывода 
используется кинетическое уравнение в пространстве импульсов в релаксационном 
приближении с постоянной частотой столкновений. Показано, что когда постоянная 
Планка стремится к нулю, выведенная формула переходит в соответствующую фор-
мулу для классической плазмы. Показано также, что когда частота столкновений 
частиц плазмы стремится к нулю (т. е. плазма переходит в бесстолкновительную), 
формула для электрической проводимости переходит в хорошо известную формулу 
Линдхарда для бесстолкновительной плазмы.  Отдельно рассмотрен случай полно-
стью вырожденнной квантовой плазмы. Приводится графическое сравнение с форму-
лой, полученной Линдхардом.
Ключевые слова: столкновительная квантовая  плазма, матрица плотности, уравне-
ние Шредингера, коммутатор, диэлектрическая проницаемость, электрическая прово-
димость, функция Линдхарда, вырожденная плазма.
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TRANSVERSE ELECTRIC CONDUCTIVITYOF QUANTUM 
COLLISIONAL  PLASMAS WITH CONSTANT COLLISION 

FREQUENCY IN MERMIN’ APPROACH

Abstract. The article presents the formulae for transverse electric conductivity and dielectric 
permeability  in  quantum collisional plasma. The kinetic equation in momentum space  in 
relaxation approaching with constant collision frequency for derivation of these formulae is 
used. It is shown, that when Planck’s constant tends to zero the deduced formula passes 
in the corresponding formula for classical plasma. It is shown also, that when frequency of 
collisions of particles of plasma tends to zero (i.e. plasma passes in collisionless plasma), 
the formula for electric conductivity passes in the well-known Lindhard’s formula.  
Key words: collisional quantum plasma, density matrix,  Schroedinger equation, commutator, 
dielectric permeability, electric conductivity, Lindhard’ function, degenerate plasma.Ф
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В хорошо известной работе Мермина [12] на основе анализа нерав-
новесной матрицы плотности в τ–приближении было получено вы-
ражение для продольной диэлектрической проницаемости кванто-
вой столкновитешльной плазмы.
Ранее в работе Линдхарда [8] были получены выражения для про-

дольной и поперечной диэлектрической проницаемости квантовой
бесстоллкновительной плазмы. Затем Кливер и Фукс показали [7],
что прямое обобщение формул Линдхарда на случай столкновитель-
ной плазмы (путем замены ω → ω + i/τ ) некорректно. Этот недо-
статок для продольной диэлектрической проницаемости был пре-
одолен в работе Мермина [12]. В тоже самое время до настоящего
времени не имеется корректного выражения для поперечной диэлек-
трической проницаемости для случая квантовой столкновительной
плазмы. Цель настоящей работы — восполнить этот пробел.
Свойства электрической проводимости и диэлектрической про-

ницаемости по формулам, выведенным Линдхардом [8], подробно
изучались в монографии [4]. В работе [6] поперечная диэлектри-
ческая проницаемость квантовой плазмы применялась в вопросах
теори скин–эффекта. В настоящее время растет интерес к изучению
различных свойств квантовой плазмы (см, например, [2;3;5;9;14;15]).
Особенно следует отметить работу Дж. Манфреди [10], посвящен-

ную исследованию электромагнитных свойств квантовой плазмы.
Диэлектрическая проницаемость плазмы определяется электри-

ческой проводимостью плазмы. Поэтому сначала мы рассмотрим по-
перечную электрическую проводимость квантовой столкновитель-
ной плазмы.

1. Кинетическое уравнение для матрицы плотности

Пусть векторный потенциал электромагнитного поля является
гармоническим, т. е. изменяется как A = A(r) exp(−iωt). Мы рас-
сматриваем поперечную проводимость. Поэтому выполняется следу-
ющее соотношение divA(r, t) = 0. Связь между векторным потен-
циалом и напряженностью электрического поля дается следующим
выражением

A(q) = −ic

ω
E(q).

1. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ МАТРИЦЫ ПЛОТНОСТИ
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Равновесная матрица плотности имеет следующий вид

ρ̃ =
1

exp(β(H − μ)) + 1
. (1.1)

Здесь β = 1/(kBT ), T – температура плазмы, kB – постоянная
Больцмана, μ – химический потенциал плазмы, H – гамильтониан.
В линейном приближении гамильтониан имеет следующий вид

H =
(p− (e/c)A)2

2m
=

p2

2m
− e

2mc
(pA+Ap).

Следовательно, мы можем представить этот гамильтониан в виде
суммы двух операторов H = H0 +H1, где

H0 =
p2

2m
, H1 = − e

2mc
(pA+Ap).

Возьмем кинетическое уравнение для матрицы плотности в τ–
приближении

i�
∂ρ

∂t
= [H, ρ] +

i�

τ
(ρ̃− ρ). (1.2)

Здесь ν = 1/τ – эффективная частота столкновений частиц плаз-
мы, τ – характерное время между двумя последовательными столк-
новениями, � – постоянная Планка, [H, ρ] = Hρ−ρH – коммутатор.
В линейном приближении по внешнему полю мы ищем матрицу

плотности в виде
ρ = ρ̃(0) + ρ(1). (1.3)

Здесь ρ̃(1) – поправка (возмущение) к равновесной матрице плот-
ности, обусловленная наличием электромагнитного поля, ρ̃(0) – рав-
новесная матрица плотности, отвечающая «равновесному» операто-
ру Гамильтона H0.
Представим равновесную матрицу плотности ρ̃ (см. (1.1)) в сле-

дующем виде
ρ̃ = ρ̃(0) + ρ̃(1). (1.4)

Рассмотрим коммутатор [H, ρ̃]. В линейном приближении этот
коммутатор равен

[H, ρ̃ ] = [H0, ρ̃
(1)] + [H1, ρ̃

(0)] (1.5)
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и
[H, ρ̃ ] = 0. (1.6)

Для коммутаторов из правой части равенства (1.5) мы находим

〈k1|[H0, ρ̃
(1)|k2]〉 =

(
Ek1

− Ek2

)
ρ̃(1)(k1 − k2), (1.7)

и
〈k1|[H1, ρ̃

(0)|k2]〉 =
[
fF (k2)− fF (k1)

]
〈k1|H1|k2〉 =

=
e

2mc

[
fF (k2)− fF (k1)

]
(k1 + k2)A(k1 − k2), (1.8)

где

fF (k) =
1

1 + exp(β(Ek − μ))
, Ek =

�
2k2

2m
, p = �k.

Из соотношений (1.4)–(1.8) вытекает, что

ρ̃(1) = − e�

2mc

fF (k1)− fF (k2)

Ek1
− Ek2

(k1 + k2)A(k1 − k2). (1.9)

С помощью соотношений (1.3)–(1.5) мы линеаризуем кинетиче-
ское уравнение (1.2). Получаем следующее уравнение

i�
∂ρ(1)

∂t
= [H0, ρ

(1)] + [H1, ρ̃
(0)] + i�(ρ̃(1) − ρ(1)). (1.10)

Учитывая, что возмущение ρ(1) ∼ exp(−iωt), уравнение (1.10)
принимает следующий вид

(�ω + i�ν)ρ1 = [H0, ρ1] + [H1, ρ̃0] + i�νρ̃1.

Отсюда следует, что

(�ω + i�ν)〈k1|ρ1|k2〉 = 〈k1|[H0, ρ1]|k2〉+
+〈k1|[H1, ρ̃0]|k2〉+ i�ν〈k1|ρ̃0|k2〉.

Здесь
〈k1|[H0, ρ1]|k2〉 = (Ek1

− Ek2
)〈k1|ρ1|k2〉 =

= (Ek1
− Ek2

)ρ1(k1 − k2).
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Предыдущее равенство мы преобразуем к виду

(�ω + i�ν − Ek1
+ Ek2

)ρ1(k1 − k2) =

=
e�

2mc
[fF (k1)− fF (k2)](k1 + k2)A(k1 − k2) + i�νρ̃1(k1 − k2).

Вернемся к уравнению (1.9). Преобразуем теперь это уравнение
к виду

(�ω + i�ν − Ek1
+ Ek2

)ρ1(k1 − k2) =

=
e�

2mc

[fF (k1)− fF (k2)](Ek1
− Ek2

− i�ν)

Ek1
− Ek2

(k1 + k2)A(k1 − k2),

из которого находим
ρ1(k1 − k2) =

=
e�

2mc

[fF (k1)− fF (k2)](Ek1
− Ek2

− i�ν)

(Ek1
− Ek2

)(�ω + i�ν − Ek1
+ Ek2

)
(k1 + k2)A(k1 − k2).

(1.11)

В уравнении (1.11) мы положим k1 = k, k2 = k− q. Тогда

〈k1|ρ1|k2〉 = 〈k|ρ1|k− q〉 =

= − e�

mc

[fF (k)− fF (k− q)](Ek − Ek−q − i�ν)

(Ek − Ek−q)(Ek − Ek−q − �ω − i�ν)
kA(q). (1.12)

2. Плотность тока

Плотность тока j(q) определяется как

j(q, ω) = e

∫
dk

8π3m

〈
k+

q

2

∣∣∣(p− e

c
A)ρ+ ρ(p− e

c
A
)∣∣∣k− q

2

〉
.

(2.1)

После подстановки (1.3) в интеграл из (2.1), мы имеем〈
k+

q

2

∣∣∣(p− e

c
A)ρ+ ρ(p− e

c
A
)∣∣∣k− q

2

〉
=

=
〈
k+

q

2

∣∣∣pρ1 + ρ1p− e

c
(Aρ̃0 + ρ̃0A)

∣∣∣k− q

2

〉
.

2. ПЛОТНОСТЬ ТОКА
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Нетрудно показать, что〈
k+

q

2
|pρ1 + ρ1p|k− q

2

〉
= 2�kρ0(q),〈

k+
q

2
|Aρ̃0 + ρ̃0A|k− q

2

〉
= A(q)

[
ρ̃0(k+

q

2
) + ρ̃0(k− q

2
)
]
.

Следовательно, выражение для плотности тока имеет следующий
вид

j(q, ω, ν) = − e2

mc
A(q)

∫
dk

8π3
ρ̃0(k+

q

2
)− e2

mc
A(q)

∫
dk

8π3
ρ̃0(k− q

2
)+

+e�

∫
dk

4π3m

〈
k+

q

2
|ρ1|k− q

2

〉
.

Первые два члена в этом выражении равны друг другу∫
dk

8π3
ρ̃0(k+

q

2
) =

∫
dk

8π3
ρ̃0(k− q

2
) =

N

2
,

где N – числовая плотность (концентрация) плазмы.
Следовательно, плотность тока равна

j(q, ω, ν) = −e2N

mc
A(q) + e�

∫
dk

4π3m
k
〈
k+

q

2
|ρ1|k− q

2

〉
. (2.2)

Первое слагаемое в (2.2) есть не что иное, как калибровочная
плотность тока.
С помощью очевидной замены переменных выражение (2.2) мож-

но преобразовать к виду

j(q, ω, ν) = −e2N

mc
A(q) + e�

∫
dk

4π3m
k 〈k |ρ1|k− q〉 . (2.3)

В соотношении (2.3) подынтегральное выражение дается равен-
ством (1.12). Подставляя (1.12) в (2.3), получаем следующее выра-
жение для плотности тока

j(q, ω, ν) = −e2N

mc
A(q)−

−e2�2

m2c

∫
dk

4π3
[kA(q)]

[fF (k)− fF (k− q)](Ek − Ek−q − i�ν)

(Ek − Ek−q)(Ek − Ek−q − �ω − i�ν)
. (2.4)
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Обозначим далее

Ξ(k,q) =
[fF (k)− fF (k− q)](Ek − Ek−q − i�ν)

(Ek − Ek−q)[Ek − Ek−q − �(ω + iν)]
.

С учетом этого обозначения формулу (2.4) для плотности тока
можно переписать короче:

j(q, ω, ν) = −e2N

mc
A(q)− e2�2

m2c

∫
dk

4π3
[kA(q)] Ξ(k,q).

Направим ось x вдоль вектора q, а ось y вдоль вектора A. Тогда
предыдущее векторное выражение (2.4) может быть переписано в
виде трех скалярных

jy(q, ω, ν) = −e2N

mc
A(q)− e2�2A(q)

m2c

∫
dk

4π3
k2y Ξ(k,q)

и
jx(q, ω, ν) = jz(q, ω, ν) = 0.

Очевидно, что∫
dk

4π3
k2y Ξ(k,q) =

∫
dk

4π3
k2z Ξ(k,q).

Следовательно ∫
dk

4π3
k2y Ξ(k,q) =

+
1

2

∫
dk

4π3
(k2y + k2z) Ξ(k,q) =

1

2

∫
dk

4π3
(k2 − k2x) Ξ(k,q).

Отсюда мы заключаем, что выражение для плотности тока можно
представить в следующей инвариантной форме

j(q, ω, ν) = −Ne2

mc
A(q)−

− e2�2

8π3m2c
A(q)

∫
dk

[
k2 −

(kq
q

)2]
Ξ(k,q),

(2.5)

или
j(q, ω, ν) = −Ne2

mc
A(q)−
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− e2�2

8π3m2c
A(q)

∫
dk

[
k2 −

(kq
q

)2]fF (k)− fF (k− q)

Ek − Ek−q
−

− ie2�3ω

8π3m2c
A(q)

∫
dk

[
k2−

(kq
q

)2] fF (k)− fF (k− q)

(Ek − Ek−q)[Ek − Ek−q − �(ω + iν)]
.

Первые два члена в предыдущем соотношении не зависят от ча-
стоты ω и определяются диссипативными свойствами материала,
определяемыми частотой столкновений ν. Эти члены являются уни-
версальными параметрами, определяющими диамагнетизм Ландау.

3. Поперечная электрическая проводимость

Учитывая связь векторного потенциала с напряженностью элек-
тромагнитного поля, а также связь плотности тока с электрическим
полем, на основании предыдущего соотношения (2.5) получаем сле-
дующее выражение инвариантного вида для поперечной электриче-
ской проводимости

σtr(q, ω, ν) =
ie2N

mω
+

ie2�2

8π3m2ω

∫
dk

[
k2 −

(kq
q

)2]
×

× [fF (k)− fF (k− q)(Ek − Ek−q − i�ν)

(Ek − Ek−q)[Ek − Ek−q − �(ω + iν)]
, (3.1)

или, кратко,

σtr(q, ω, ν) =
ie2N

mω
+

ie2�2

8π3m2ω

∫
dk

[
k2 −

(kq
q

)2]
Ξ(k,q). (3.1′)

Заметим, что дробь из подынтегрального выражения из (3.1) мо-
жет быть представлена двумя способами:

Ek − Ek−q − i�ν

(Ek − Ek−q)[Ek − Ek−q − �(ω + iν)]
=

=
1

Ek − Ek−q
+

�ω

(Ek − Ek−q)[Ek − Ek−q − �(ω + iν)]
или

Ek − Ek−q − i�ν

(Ek − Ek−q)[Ek − Ek−q − �(ω + iν)]
=

3. ПОПЕРЕЧНАЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОВОДИМОСТЬ
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=
iν

ω + iν

1

Ek − Ek−q
+

ω

ω + iν

1

Ek − Ek−q − �(ω + iν)

Следовательно, для поперечной электрической проводимости мы
имеем два представления:

σtr(q, ω, ν) =
ie2N

mω
+

ie2�2

8π3m2ω

∫
fF (k)− fF (k− q)

Ek − Ek−q

[
k2−

(kq
q

)2]
dk+

+
ie2�3

8π3m2

∫
fF (k)− fF (k− q)

(Ek − Ek−q)[Ek − Ek−q − �(ω + iν)]

[
k2 −

(kq
q

)2]
dk,

(3.2)

и

σtr(q, ω, ν) =
ie2N

mω
− e2�2ν

8π3m2ω(ω + iν)
×

×
∫

fF (k)− fF (k− q)

Ek − Ek−q

[
k2 −

(kq
q

)2]
dk+

+
ie2�2

8π3m2(ω + iν)

∫
fF (k)− fF (k− q)

Ek − Ek−q − �(ω + iν)

[
k2 −

(kq
q

)2]
dk. (3.3)

В интегралах из выражений (3.1)–(3.3) мы имеем[
k2 −

(kq
q

)2]
dk = (k2 − k2x)d

3k.

Вместо вектора k введем безразмерный векторK следующим ра-

венством K =
k

kF
, kF =

pF
�
, где kF – волновое число Ферми,

pF = mvF – импульс электрона на поверхности Ферми, vF – ско-
рость электрона на поверхности Ферми.
Тогда

(k2 − k2x)d
3k = k5F (K

2 −K2
x)d

3K.

Следовательно, с учетом последних равенств формулы (3.1)–(3.3)
можно переписать в виде

σtr(q, ω, ν) =
ie2N

mω
+

ie2�2

8π3m2ω

∫
Ξ(K,q)

[
K2 −K2

x

]
d3K, (3.4)

σtr(q, ω, ν) =
ie2N

mω
+

ie2�2

8π3m2ω

∫
fF (K)− fF (K− q)

EK − EK−q

[
K2−K2

x

]
d3K+
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+
ie2�3

8π3m2

∫
fF (K)− fF (K− q)

(EK − EK−q)[EK − EK−q − �(ω + iν)]

[
K2 −K2

x

]
d3K,

(3.5)

и

σtr(q, ω, ν) =
ie2N

mω
− e2�2ν

8π3m2ω(ω + iν)
×

×
∫

fF (K)− fF (K− q)

EK − EK−q

[
K2 −K2

x

]
d3K+

+
ie2�2

8π3m2(ω + iν)

∫
fF (K)− fF (K− q)

EK − EK−q − �(ω + iν)

[
K2 −K2

x

]
d3K. (3.6)

С помощью найденных выражений для поперечной электриче-
ской проницаемости можно составить выражение для поперечной
диэлектрической проницаемости:

εtr(q, ω, ν) = 1 +
4πi

ω
σtr(q, ω, ν). (3.7)

Проверим выполнение одного из соотношений, называемого пра-
вилом f–сумм (см., например, [4], [13] и [11]) для поперечной диэлек-
трической проницаемости (3.7). Это правило выражается формулой
(4.200) из монографии [13]:

∞∫
−∞

εtr(q, ω, ν)ωdω = πω2
p, (3.8)

где ωp – плазменная (ленгмюровская) частота,

ωp =

√
4πe2N

m
.

Как показано в [13], для доказательства соотношения (3.8) доста-
точно доказать выполнение предельного соотношения

εtr(q, ω, ν) = 1− ω2
p

ω2
+ o

( 1

ω2

)
, ω →∞. (3.9)
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Воспользуемся выражением (3.1′) для поперечной электрической
проводимости и представим ее в виде

σtr(q, ω, ν) =
ie2N

mω

[
1 +

�
2

8π3Nm

∫
dk

[
k2 −

(kq
q

)2]
Ξ(k,q)

]
. (3.10)

Подставляя (3.10) в (3.7), получаем следующее выражение для
поперечной диэлектрической проницаемости

εtr(q, ω, ν) = 1− ω2
p

ω2

[
1+

�
2

8π3Nm

∫
dk

[
k2−

(kq
q

)2]
Ξ(k,q)

]
. (3.11)

Из выражения (3.11) видно, что для доказательства (3.9) достаточно
доказать, что

lim
ω→∞

[
1 +

�
2

8π3Nm

∫
dk

[
k2 −

(kq
q

)2]
Ξ(k,q)

]
= 1.

Последнее соотношение совершенно очевидно, если заметить, что

lim
ω→∞Ξ(k,q) = 0.

Таким образом, правило f–сумм [13] для поперечной диэлектри-
ческой проницаемости квантовой столновительной плазмы выпол-
няется.

4. Вырожденная плазма

Далее мы будем рассматривать случай вырожденной плазмы. То-
гда мы имеем (mvF

�

)3

≡
(pF
�

)3

≡ k3F = 3π2N.

Следовательно,

(k2 − k2x)d
3k = 3

π2Nm2v2F
�2

(K2 −K2
x)d

3K.

Абсолютное распределение Ферми—Дирака fF (k) = 1/[1+exp(βEk−
α)], где α = βμ – приведенный (безразмерный) химический потен-
циал плазмы, для вырожденной плазмы переходит в распределение

4. ВЫРОЖДЕННАЯ ПЛАЗМА
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Ферми fF (k) = Θ(k) ≡ Θ(EF − Ek). Здесь Θ(x) – функция Хэви-
сайда,

Θ(x) =

{
1, x > 0,

0, x < 0.

Теперь мы перепишем выражение (3.4) в виде

σtr(q, ω, ν) =
ie2N

mω
+

3ie2Nv2F
8πω

∫
Ξ(K,q)[K2 −K2

x]d
3K, (4.1)

где

Ξ(K,q) =
[Θ(K)−Θ(K− q)](EK − EK−q − i�ν)

(EK − EK−q)[EK − Ek−q − �(ω + iν)]
.

Точно так же преобразуем формулы (3.5) и (3.6):

σtr =
ie2N

mω
+

3ie2Nv2F
8πω

∫
Θ(K)−Θ(K− q)

EK − EK−q
[K2 −K2

x]d
3K+

+
3ie2Nv2F�

8π

∫
[Θ(K)−Θ(K− q)][K2 −K2

x]d
3K

(EK − EK−q)[EK − EK−q − �(ω + iν)]
(4.2)

и

σtr =
ie2N

mω
− 3e2Nv2Fν

8πω(ω + iν)

∫
Θ(K)−Θ(K− q)

EK − EK−q
(K2 −K2

x)d
3K+

+
3ie2Nv2F
8π(ω + iν)

∫
Θ(K)−Θ(K− q)

EK − EK−q − �(ω + iν)
(K2 −K2

x)d
3K, (4.3)

Вводя статическую проводимость σ0 = e2N/mν, мы перепишем
формулы (4.1)–(4.3) в виде

σtr
σ0

=
iν

ω

[
1 +

3EF

4π
×

×
∫

[Θ(K)−Θ(K− q)](EK − EK−q − i�ν)

(EK − EK−q)[EK − EK−q − �(ω + iν)]
(K2 −K2

x)d
3K

]
, (4.4)

σtr
σ0

=
iν

ω

[
1 +

3EF

4π

∫
Θ(K)−Θ(K− q)

EK − EK−q
(K2 −K2

x)d
3K+
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+
3EF�ω

4π

∫
Θ(K)−Θ(K− q)

(EK − EK−q)[EK − EK−q − �(ω + iν)]
(K2 −K2

x)d
3K

]

(4.5)

и

σtr
σ0

=
iν

ω

[
1 +

3EF iν

4π(ω + iν)

∫
Θ(K)−Θ(K− q)

EK − EK−q
(K2 −K2

x)d
3K+

+
3EFω

4π(ω + iν)

∫
Θ(K)−Θ(K− q)

EK − EK−q − �(ω + iν)
(K2 −K2

x)d
3K

]
. (4.6)

Здесь EF =
p2F
2m

– энергия электрона на поверхности Ферми.

5. Вычисление электрической проводимости

Вычисление поперечной электрической проводимости можно про-
вести по любой из формул (4.4)–(4.6). Вычислим интегралы, вхо-
дящие в выражение (4.6). Первый интеграл есть частный случай
второго. Поэтому сначала вычислим второй интеграл. Энергию Ek

выразим через энергию Ферми. Имеем:

Ek =
�
2k2

2m
=

�
2k2F
2m

K2 =
p2F
2m

K2 = EFK
2 ≡ EK.

Точно так же получаем:

EK−q =
�
2(kFK− q)2

2m
=

�
2k2F
2m

(
K− q

kF

)2

.

Далее обозначим волновой вектор q через k, и введем безразмерный

волновой вектор q =
k

kF
. Тогда

EK−q =
�
2k2F
2m

(
K− q

)2

= EF (K− q)2.

Заметим, что

EK − EK−q = EFK
2 − EF (K− q)2 = EF [2Kxq − q2] =

= 2qEF (Kx − q

2
) = mv2F q(Kx − q

2
) = �vFk(Kx − q

2
).

5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОВОДИМОСТИ
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Кроме того,

EK − EK−q − �(ω + iν) = �kvF

(
Kx − q

2
− ω + iν

vFk

)
=

= �vFk
(
Kx − q

2
− ω + iν

vFkF q

)
= �vFk

(
Kx − q

2
− z

q

)
,

где

z = x+ iy =
ω + iν

kFvF
, q =

k

kF
.

Таким образом, для абсолютного распределения Ферми—Дирака
мы получаем

Θ(K) = Θ(EF − EK) = Θ(EF (1−K2)) = Θ(1−K2),

Θ(K− q) = Θ(EF−EK−q) = Θ[EF−EF (K− q)2] = Θ[1−(K− q)2].

Теперь для второго интеграла из (4.6)

J =

∫
Θ(K)−Θ(K− q)

EK − EK−q − �(ω + iν)
(K2 −K2

x)d
3K

получаем следующее выражение

J =
1

vFk�

∫
Θ(1−K2)−Θ[1− (K− q)]2

Kx − z/q − q/2
(K2 −K2

x)d
3K =

=
1

vFk�

∫ [ 1

Kx − z/q − q/2
− 1

Kx − z/q + q/2

]
×

×Θ(1−K2)(K2 −K2
x)d

3K =

=
1

mv2F

∫
Θ(1−K)2(K2 −K2

x)d
3K

(Kx − z/q)2 − q2/4
d3K =

π

2mv2F

1∫
−1

(1− t2)2dt

(t− z/q)2 − q2/4
.

Аналогично, первый интеграл можно представить в виде

J0 =

∫
Θ(K)−Θ(K− q)

EK − EK−q
(K2 −K2

x)d
3K =

=
π

2mv2F

1∫
−1

(1− t2)2dt

t2 − q2/4
=

π

mv2F

1∫
0

(1− t2)2dt

t2 − q2/4
.
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Теперь представим формулу (4.6) в виде

σtr
σ0

=
iy

x
− 3y2

8x2(1 + iy/x)

1∫
0

(1− t2)2dt

t2 − q2/4
+

+
3iy

16(x+ iy)

1∫
−1

(1− t2)2dt

(t− z/q)2 − q2/4
. (5.1)

Для сравнения представим формулу Линдхарда [8] в наших обо-
значениях следующим образом

σLin
tr

σ0
=

iy

x
+

3iy

16x

1∫
−1

(1− t2)2dt

(t− z/q)2 − q2/4
. (5.2)

Из соотношений (5.1) и (5.2) видно, что мнимые части попереч-
ных электрических проводимостей из настоящей работы и из работы
Линдхарда при y → 0 совпадают:

lim
y→0

Im σtr(q, ω, ν) = Im σLin
tr (q, ω, ν).

Интегралы, входящие в (5.1), легко вычисляются

T0(q) =

1∫
0

(1− t2)2dt

t2 − q2/4
= −5

3
+

q2

4
+

(q2 − 4)2

16q
ln

2− q

2 + q
=

= −5

3
+

k2

k2F
+

(k2 − 4k2F )
2

16kk3F
ln

2kF − k

2kF + k
, (5.3)

T1(z, q) =

1∫
−1

(1− t2)2dt

(t− z/q)2 − q2/4
= −10

3
+

4z2

q2
+

q2

2
+

+
1

q

[(
1− z2

q2

)2

+
q4

16
− q2

2
+

3z2

2

]
ln

(1− q/2)2 − z2/q2

(1 + z/q)2 − q2/4
−

−zq

2

[
1 +

4

q2

(
1− z2

q2

)]
ln

(1− z/q)2 − q2/4

(1 + z/q)2 − q2/4
. (5.4)
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Следовательно, поперечная электрическая проводимость кванто-
вой плазмы вычисляется по формуле

σtr
σ0

=
iy

x
− 3y2

8(x2 + iyx)
T0(q) +

3iy

16(x+ iy)
T1(z, q), (5.5)

где T0(q) и T1(z, q) даются соответственно формулами (5.3) и (5.4).
Представим формулу для поперечной электрической проводимо-

сти в явном виде:

σtr
σ0

=
iy

x

{
1+

3iy

x

[
− 5

3
+

q2

4
+

(q2 − 4)2

16q
ln

2− q

2 + q

]
+

3x

16z

[
− 10

3
+

4z2

q2
+

+
q2

2
+

1

q

[(
1− z2

q2

)2

+
q4

16
− q2

2
+

3z2

2

]
ln

(1− q/2)2 − z2/q2

(1 + z/q)2 − q2/4
−

−zq

2

[
1 +

4

q2

(
1− z2

q2

)]
ln

(1− z/q)2 − q2/4

(1 + z/q)2 − q2/4

]}
.

6. Частные случаи электрической проводимости

Исследуем частные случаи электрической проводимости. Возь-
мем формулу (4.6) и преобразуем ее к виду

σtr
σ0

=
iν

ω
−

− 3ν2

8πω(ω + iν)q

∫
Θ(1−K2)−Θ(1− (K− q)2)

Kx − q/2
(K2 −K2

x)d
3K+

+
3iν

8π(ω + iν)q

∫
Θ(1−K2)−Θ(1− (K− q)2)

Kx − z/q − q/2
(K2−K2

x)d
3K. (6.1)

Подынтегральные выражения в этих интегралах содержат функ-
цию

ϕ(q) = Θ(1−K2)−Θ(1− (K− q)2).

В линейном приближении мы получаем

ϕ(q) = −2δ(1−K2)Kxq = −δ(1−K)Kxq.

6. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОВОДИМОСТИ
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Теперь выражение (6.1) упрощается

σtr
σ0

=
iν

ω

[
1− 3iν

8π(ω + iν)

∫
Kxδ(1−K)(K2 −K2

x)d
3K

Kx − q/2
−

− 3ω

8π(ω + iν)

∫
Kxδ(1−K)(K2 −K2

x)d
3K

Kx − z/q − q/2

]
. (6.2)

Заметим, что

3

8π

∫
δ(1−K)(K2 −K2

x)d
3K = 1. (6.3)

Следовательно, выражение (6.2) может быть преобразовано к сле-
дующему виду

σtr
σ0

=
iν

ω

[
ω

ω + iν
− 3iνq

16π(ω + iν)

∫
δ(1−K)(K2 −K2

x)d
3K

Kx − q/2
−

− 3ω

8π(ω + iν)

∫
Kxδ(1−K)(K2 −K2

x)d
3K

Kx − z/q − q/2

]
. (6.4)

Теперь из формулы (6.4) видно, что при q → 0

σtr =
iν

ω + iν
σ0,

и при ω = 0 мы получаем в точности статическую проводимость:
σtr = σ0.
Покажем теперь, что при малых q выражение (6.4) приводит к из-

вестному выражению для проводимости вырожденной фермиевской
плазмы. В самом деле, заметим, что при малых q первый интеграл
из (6.4) пропорционален q2.Отбросим этот интеграл. В заменателе
второго интеграла пренебрегаем членом q/2, ибо q/2 << |z|/q. В
результате для малых q получаем:

σtr
σ0

=
iν

ω + iν

[
1− 3

8π

∫
δ(1−K)Kx

Kx − z/q
(K2 −K2

x)d
3K

]
. (6.5)
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Пользуясь снова равенством (6.3) на основании (6.5) приходим к
следующему выражению

σtr
σ0

= − 3y

8πq

∫
δ(1−K)(K2 −K2

x)

Kx − q/2
d3K,

которое приводит к известному выражению электрической проводи-
мости в вырожденной фермиевской плазме

σclassic
tr = −3iyσ0

4q

1∫
−1

1− μ2

μ− z
dμ =

3iyσ0
4q

[2z
q
+(z2− q2) ln

z − q

z + q

]
. (6.6)

На рис. 1–8 представим сравнение модулей действительной и мни-
мой частей трех электрических проводимостей. Одна из этих прово-
димостей введенна в настоящей работе (это формула (5.1) и кривые
1 на рисунках), вторая — это проводимость Линдхарда (формула
(5.2) и кривые 2), третья проводимость — это классическая про-
водимость (формула (6.6) и кривые 3). Представим на рис. 9 и 10
зависимость действительной и мнимой частей электрической про-
водимости, введенной в настоящей работе, от безразмерной частоты
колебаний ω при различных значениях безразмерного волного числа
q.

7. Заключение

В настоящей работе выведена формула для электрической про-
водимости в квантовой столкновительной плазме. Для этой цели
используется кинетическое уравнение с интегралом столкновений в
форме релаксационной модели в пространстве импульсов. Выделя-
ется и исследуется случай вырожденной фермиевской плазмы Про-
водится графическое сравнение проводимости из настоящей работы
с проводимостью по Линдхарду и с классической проводимостью.
В предыдущей нашей работе [1] изучалась электрическая проводи-
мость квантовой столкновительной плазмы, выведенная с использо-
ванием кинетического уравнения Вигнера—Власова—Больцмана в
координатном пространстве.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
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Рис. 1. Зависимость модуля |σtr/σ0| от величины x; y = 0.1, q = 0.5.

Рис. 2. Зависимость модуля |σtr/σ0| от величины x; y = 0.1, q = 1.
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Рис. 3. Зависимость действительной части Re (σtr/σ0) от величины x;
y = 0.1, q = 1.

Рис. 4. Зависимость мнимой части Im (σtr/σ0) от величины x; y = 0.1, q = 1.
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Рис. 5. Зависимость действительной части Re (σtr/σ0) от величины q;
x = 0.1, y = 0.01, 0 � q � 0.2.

Рис. 6. Зависимость мнимой части Im (σtr/σ0) от величины q;
x = 0.1, y = 0.01, 0 � q � 0.2.
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Рис. 7. Зависимость действительной части Re (σtr/σ0) от величины x;
q = 0.5, y = 0.01.

Рис. 8. Зависимость мнимой части Im (σtr/σ0) от величины x; q = 0.5, y = 0.01.
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Рис. 9. Зависимость действительной части Re (σtr/σ0) от величины x; y = 0.01,
кривые 1, 2, 3 отвечают значениям параметра q: q = 0.1, 0.25, 0.5.

Рис. 10. Зависимость мнимой части Im (σtr/σ0) от величины x; y = 0.01,
кривые 1, 2, 3 отвечают значениям параметра q: q = 0.1, 0.25, 0.5.
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